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Stetigkeit 


und 


irrationale Zahlen. 


Die Betrachtungen, welche den Gegenſtand dieſer kleinen Schrift 
bilden, ſtammen aus dem Herbſt des Jahres 1858. Ich befand mich 
damals als Profeſſor am eidgenöſſiſchen Polytechnicum zu Zürich 
zum erſten Male in der Lage, die Elemente der Differentialrechnung 
vortragen zu müſſen, und fühlte dabei empfindlicher als jemals frü— 
her den Mangel einer wirklich wiſſenſchaftlichen Begründung der 
Arithmetik. Bei dem Begriffe der Annäherung einer veränderlichen 
Größe an einen feſten Grenzwerth und namentlich bei dem Beweiſe 
des Satzes, daß jede Größe, welche beſtändig, aber nicht über alle 
Grenzen wächſt, ſich gewiß einem Grenzwerth nähern muß, nahm 
ich meine Zuflucht zu geometriſchen Evidenzen. Auch jetzt halte ich 
ein ſolches Heranziehen geometriſcher Anſchauung bei dem erſten Unter— 
richte in der Differentialrechnung vom didaktiſchen Standpuncte aus 
für außerordentlich nützlich, ja unentbehrlich, wenn man nicht gar 
zu viel Zeit verlieren will. Aber daß dieſe Art der Einführung in 
die Differentialrechnung keinen Anſpruch auf Wiſſenſchaftlichkeit machen 
kann, wird wohl Niemand leugnen. Für mich war damals dies Ge— 
fühl der Unbefriedigung ein ſo überwältigendes, daß ich den feſten 
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Entſchluß faßte, fo lange nachzudenken, bis ich eine rein arithmetiſche 
und völlig ſtrenge Begründung der Principien der Infiniteſimal— 
analyſis gefunden haben würde. Man ſagt ſo häufig, die Differen— 
tialrechnung beſchäftige ſich mit den ſtetigen Größen, und doch wird 
nirgends eine Erklärung von dieſer Stetigkeit gegeben, und auch die 
ſtrengſten Darſtellungen der Differentialrechnung gründen ihre Be— 
weiſe nicht auf die Stetigkeit, ſondern ſie appelliren entweder mit 
mehr oder weniger Bewußtſein an geometriſche, oder durch die Geo— 
metrie veranlaßte Vorſtellungen, oder aber ſie ſtützen ſich auf ſolche 
Sätze, welche ſelbſt nie rein arithmetiſch bewieſen ſind. Zu dieſen 
gehört z. B. der oben erwähnte Satz, und eine genauere Unterſuchung 
überzeugte mich, daß dieſer, oder auch jeder mit ihm äquivalente 
Satz gewiſſermaßen als ein hinreichendes Fundament für die Infi— 
niteſimalanalyſis angeſehen werden kann. Es kam nur noch darauf 
an, ſeinen eigentlichen Urſprung in den Elementen der Arithmetik 
zu entdecken und hiermit zugleich eine wirkliche Definition von dem 
Weſen der Stetigkeit zu gewinnen. Dies gelang mir am 24. No— 
vember 1858, und wenige Tage darauf theilte ich das Ergebniß 
meines Nachdenkens meinem theuren Freunde Durege mit, was zu 
einer langen und lebhaften Unterhaltung führte. Später habe ich 
wohl dem einen oder andern meiner Schüler dieſe Gedanken über 
eine wiſſenſchaftliche Begründung der Arithmetik auseinandergeſetzt, 
auch hier in Braunſchweig in dem wiſſenſchaftlichen Verein der Pro— 
feſſoren einen Vortrag über dieſen Gegenſtand gehalten, aber zu 
einer eigentlichen Publication konnte ich mich nicht recht entſchließen, 
weil erſtens die Darſtellung nicht ganz leicht, und weil außerdem die 
Sache ſelbſt ſo wenig fruchtbar iſt. Indeſſen hatte ich doch ſchon 
halb und halb daran gedacht, dieſes Thema zum Gegenſtande dieſer 
Gelegenheitsſchrift zu wählen, als vor wenigen Tagen, am 14. März, 
die Abhandlung: „Die Elemente der Functionenlehre.“ Von E. Heine. 
(Crelle's Journal, Bd. 74) durch die Güte ihres hochverehrten 
Verfaſſers in meine Hände gelangte und mich in meinem Entſchluſſe 
http://rcin.org.pl 
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beſtärkte. Dem Weſen nach ſtimme ich zwar vollſtändig mit dem 
Inhalte dieſer Schrift überein, wie es ja nicht anders ſein kann, aber 
ich will freimüthig geſtehen, daß meine Darſtellung mir der Form 
nach einfacher zu ſein und den eigentlichen Kernpunct präciſer her— 
vorzuheben ſcheint. Und während ich an dieſem Vorwort ſchreibe 
(20. März 1872), erhalte ich die intereſſante Abhandlung: „Ueber 
die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometriſchen 
Reihen.“ Von G. Cantor. (Math. Annalen von Clebſch und 
Neumann, Bd. 5), für welche ich dem ſcharfſinnigen Verfaſſer 
meinen beſten Dank ſage. Wie ich bei raſchem Durchleſen finde, 
ſo ſtimmt das Axiom in §. 2 derſelben, abgeſehen von der äußeren 
Form der Einkleidung, vollſtändig mit Dem überein, was ich unten 
in §. 3 als das Weſen der Stetigkeit bezeichne. Welchen Nutzen 
aber die, wenn auch nur begriffliche Unterſcheidung von reellen Zahl— 
größen noch höherer Art gewähren wird, vermag ich gerade nach 


meiner Auffaſſung des in ſich vollkommenen reellen Zahlgebietes noch 
nicht zu erkennen.“ 
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8.1. 


Eigenſchaften der rationalen Zahlen. 


Die Entwicklung der Arithmetik der rationalen Zahlen wird hier 
zwar vorausgeſetzt, doch halte ich es für gut, einige Hauptmomente 
ohne Discuſſion hervorzuheben, nur um den Standpunct von vorn— 
herein zu bezeichnen, den ich im Folgenden einnehme. Ich ſehe die 
ganze Arithmetik als eine nothwendige oder wenigſtens natürliche Folge 
des einfachſten arithmetiſchen Actes, des Zählens, an, und das Zählen 
ſelbſt iſt nichts Anderes als die ſucceſſive Schöpfung der unendlichen 
Reihe der poſitiven ganzen Zahlen, in welcher jedes Individuum durch 
das unmittelbar vorhergehende definirt wird; der einfachſte Act iſt 
der Uebergang von einem ſchon erſchaffenen Individuum zu dem dar— 
auf folgenden neu zu erſchaffenden. Die Kette dieſer Zahlen bildet 
an ſich ſchon ein überaus nützliches Hülfsmittel für den menſchlichen 
Geiſt, und ſie bietet einen unerſchöpflichen Reichthum an merkwür— 
digen Geſetzen dar, zu welchen man durch die Einführung der vier 
arithmetiſchen Grundoperationen gelangt. Die Addition iſt die Zu— 
ſammenfaſſung einer beliebigen Wiederholung des obigen einfachſten 
Actes zu einem einzigen Acte, und aus ihr entſpringt auf dieſelbe 
Weiſe die Multiplication. Während dieſe beiden Operationen ſtets 
ausführbar find, zeigen die umgekehrten Operationen, die Subtrac- 
tion und Diviſion, nur eine beſchränkte Zuläſſigkeit. Welches nun 
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auch die nächſte Veranlaſſung geweſen fein mag, welche Vergleichun— 
gen oder Analogieen mit Erfahrungen, Anſchauungen dazu geführt 
haben mögen, bleibe dahin geſtellt; genug, gerade dieſe Beſchränkt— 
heit in der Ausführbarkeit der indirecten Operationen iſt jedesmal 
die eigentliche Urſache eines neuen Schöpfungsactes geworden; ſo 
ſind die negativen und gebrochenen Zahlen durch den menſchlichen 
Geiſt erſchaffen, und es iſt in dem Syſtem aller rationalen Zahlen 
ein Inſtrument von unendlich viel größerer Vollkommenheit gewon— 
nen. Dieſes Syſtem, welches ich mit R bezeichnen will, beſitzt vor 
allen Dingen eine Vollſtändigkeit und Abgeſchloſſenheit, welche ich an 
einem andern Orte“) als Merkmal eines Zahlkörpers bezeichnet 
habe, und welche darin beſteht, daß die vier Grundoperationen mit je 
zwei Individuen in A ſtets ausführbar find, d. h. daß das Reſultat 
derſelben ſtets wieder ein beſtimmtes Individuum in R iſt, wenn 
man den einzigen Fall der Diviſion durch die Zahl Null ausnimmt. 

Für unſern nächſten Zweck iſt aber noch wichtiger eine andere 
Eigenſchaft des Syſtems R, welche man dahin ausſprechen kann, daß 
das Syſtem R ein wohlgeordnetes, nach zwei entgegengeſetzten Sei— 
ten hin unendliches Gebiet von einer Dimenſion bildet. Was damit 
gemeint ſein ſoll, iſt durch die Wahl der Ausdrücke, welche geome— 
triſchen Vorſtellungen entlehnt ſind, hinreichend angedeutet; um jo 
nothwendiger iſt es, die entſprechenden rein arithmetiſchen Eigenthüm— 
lichkeiten hervorzuheben, damit es auch nicht einmal den Anſchein be— 
hält, als bedürfte die Arithmetik ſolcher ihr fremden Vorſtellungen. 

Soll ausgedrückt werden, daß die Zeichen a und 5 eine und 
dieſelbe rationale Zahl bedeuten, jo ſetzt man ſowohl a 一 b wie 
b=a. Die Verſchiedenheit zweier rationalen Zahlen a, b zeigt 
ſich darin, daß die Differenz 4 — b entweder einen poſitiven oder 
einen negativen Werth hat. Im erſten Fall heißt a größer als L. 
„kleiner als a, was auch durch die Zeichen a > b, b < a ange- 


*) Vorleſungen über Zahlentheorie von P. G. Lejeune Dirichlet. 
Zweite Auflage. $. 159. 
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deutet witd*). Da im zweiten Fall 5 — 4 einen pofitiven Werth 
hat, jo td > a, a < 5. Hinſichtlich dieſer doppelten Möglich- 
keit in der Art der Verſchiedenheit gelten nun folgende Geſetze. 

I. Iſt a > , und b „, fo iſt a >c. Wir wollen jedes— 
mal, wenn a, e zwei verſchiedene (oder ungleiche) Zahlen find, und 
wenn b größer als die eine, kleiner als die andere ijt, ohne Scheu 
vor dem Anklang an geometriſche Vorſtellungen dies kurz ſo aus— 
drücken: Y liegt zwiſchen den beiden Zahlen a, c. 

II. Sind a, e zwei verſchiedene Zahlen, jo giebt es immer un— 
endlich viele verſchiedene Zahlen b, welche zwiſchen a, „liegen. 

III. Iſt a eine beſtimmte Zahl, jo zerfallen alle Zahlen des 
Syſtems R in zwei Claſſen, A, und Ag, deren jede unendlich viele 
Individuen enthält; die erſte Claſſe A, umfaßt alle Zahlen u, welche 
< a find, die zweite Claſſe A, umfaßt alle Zahlen a, welche > a 
find; die Zahl a ſelbſt kann nach Belieben der erſten oder der zwei— 
ten Claſſe zugetheilt werden, und ſie iſt dann entſprechend die größte 
Zahl der erſten oder die kleinſte Zahl der zweiten Claſſe. In jedem 
Fall iſt die Zerlegung des Syſtems R in die beiden Claſſen 4½ Ay 
von der Art, daß jede Zahl der erſten Claſſe A, kleiner als jede 
Zahl der zweiten Claſſe A, iſt. 


F. 2. 


Vergleichung der rationalen Zahlen mit den Puncten 
einer geraden Linie. 


Die ſoeben hervorgehobenen Eigenſchaften der rationalen Zah— 
len erinnern an die gegenſeitigen Lagenbeziehungen zwiſchen den 
Puncten einer geraden Linie L. Werden die beiden in ihr exiſtiren— 
den entgegengeſetzten Richtungen durch „rechts“ und „links“ unter— 

*) Es iſt alſo im Folgenden immer das ſogenannte „algebraiſche“ größer 
und kleiner Sein gemeint, wenn nicht das Wort „abſolut“ hinzugefügt wird. 
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ſchieden, und find p, q zwei verſchiedene Puncte, jo liegt entweder 
p rechts von q, und gleichzeitig q links von p, oder umgekehrt, es 
liegt q rechts von p, und gleichzeitig p links von J. Ein dritter 
Fall iſt unmöglich, wenn 5, q wirklich verſchiedene Puncte find. Hin— 
ſichtlich dieſer Lagenverſchiedenheit beſtehen folgende Geſetze. 

I. Liegt p rechts von q, und q wieder rechts von , jo liegt 
auch p rechts von »; und man jagt, daß q zwiſchen den Puncten p 
und r liegt. 

II. Sind p, r zwei verſchiedene Puncte, jo giebt es immer un— 
endlich viele Puncte q, welche zwiſchen p und r liegen. 

III. Iſt p ein beſtimmter Punct in J, jo zerfallen alle Puncte 
in L in zwei Claſſen, Pi, Po, deren jede unendlich viele Individuen 
enthält; die erſte Claſſe P1 umfaßt alle die Puncte p,, welche links 
von p liegen, und die zweite Claſſe P, umfaßt alle die Puncte p,, 
welche rechts von p liegen; der Punct p ſelbſt kann nach Belieben 
der erſten oder der zweiten Claſſe zugetheilt werden. In jedem 
Fall iſt die Zerlegung der Geraden L in die beiden Claſſen oder 
Stücke PI, P. von der Art, daß jeder Punct der erſten Claſſe P. 
links von jedem Puncte der zweiten Claſſe P. liegt. 

Dieſe Analogie zwiſchen den rationalen Zahlen und den Punc— 
ten einer Geraden wird bekanntlich zu einem wirklichen Zuſammen— 
hange, wenn in der Geraden ein beſtimmter Anfangspunct oder Null— 
punct o und eine beſtimmte Längeneinheit zur Ausmeſſung der Strecken 
gewählt wird. Mit Hülfe der letztern kann für jede rationale Zahl 
a eine entſprechende Länge conſtruirt werden, und trägt man dieſelbe 
von dem Puncte o aus nach rechts oder links auf der Geraden ab, 
je nachdem a poſitiv oder negativ ijt, jo gewinnt man einen beſtimm— 
ten Endpunct p, welcher als der der Zahl a entſprechende Punct 
bezeichnet werden kann; der rationalen Zahl Null entſpricht der 
Punct o. Auf dieſe Weiſe entſpricht jeder rationalen Zahl a, d. h. 
jedem Individuum in RE, ein und nur ein Punct p, d. h. ein Indi⸗ 
duum in L. Entſprechen den beiden Zahlen a, ) reſp. die beiden 
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Puncte p, q, und ijt a>, jo liegt p rechts von y. Den Gejeejegen 
I, II, III des vorigen Paragraphen entſprechen vollſtändig die te Ge- 
ſetze I, IL, I I des jetzigen. 


Stetigkeit der geraden Linie. 


Von der größten Wichtigkeit iſt nun aber die Thatſache, d, daß 
es in der Geraden L unendlich viele Puncte giebt, welche keiner er ra— 
tionalen Zahl entſprechen. Entſpricht nämlich der Punct p der ratratio— 
nalen Zahl , jo iſt bekanntlich die Länge op commenſurabel mit it der 
bei der Conſtruction benutzten unabänderlichen Längeneinheit, d. d. h. 
es giebt eine dritte Länge, ein ſogenanntes gemeinſchaftliches M Maß, 
von welcher dieſe beiden Längen ganze Vielfache find. Aber fel fon 
die alten Griechen haben gewußt und bewieſen, daß es Längen giegiebt, 
welche mit einer gegebenen Längeneinheit incommenſurabel ſind, z. z. B. 
die Diagonale des Quadrates, deſſen Seite die Längeneinheit it iſt. 
Trägt man eine ſolche Länge von dem Puncte o aus auf der Gechera— 
den ab, fo erhält man einen Endpunct, welcher keiner rationalen 2: Zahl 
entſpricht. Da ſich ferner leicht beweiſen läßt, daß es unendndlich 
viele Längen giebt, welche mit der Längeneinheit incommenjurairabel 
find, fo können wir behaupten: Die Gerade L iſt unendlich viel il rei— 
cher an Punct-Individuen, als das Gebiet L der rationalen Zahahlen 
an Zahl-Individuen. 

Will man nun, was doch der Wunſch iſt, alle Erſcheinungen en in 
der Geraden auch arithmetiſch verfolgen, fo reichen dazu die ratiatio- 
nalen Zahlen nicht aus, und es wird daher unumgänglich nothwewen— 
dig, das Inſtrument RR, welches durch die Schöpfung der rationattalen 
Zahlen conſtruirt war, weſentlich zu verfeinern durch eine Schöpfufung 
von neuen Zahlen der Art, daß das Gebiet der Zahlen diefetfelbe 
Vollſtändigkeit oder, wie wir gleich ſagen wollen, dieſelbe Stetitig— 
keit gewinnt, wie die gerade Linie. 
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Die bisherigen Betrachtungen ſind Allen ſo bekannt und geläu— 
fig, daß Viele ihre Wiederholung für ſehr überflüſſig erachten werden. 
Dennoch hielt ich dieſe Recapitulation für nothwendig, um die Haupt⸗ 
frage gehörig vorzubereiten. Die bisher übliche Einführung der 
irrationalen Zahlen knüpft nämlich geradezu an den Begriff der 
extenſiven Größen an — welcher aber ſelbſt nirgends ſtreng definirt 
wird — und erklärt die Zahl als das Reſultat der Meſſung einer 
ſolchen Größe durch eine zweite gleichartige“). Statt deſſen fordere 
ich, daß die Arithmetik ſich aus ſich ſelbſt heraus entwickeln ſoll. 
Daß ſolche Anknüpfungen an nicht arithmetiſche Vorſtellungen die 
nächſte Veranlaſſung zur Erweiterung des Zahlbegriffs gegeben haben, 
mag im Allgemeinen zugegeben werden (doch iſt dies bei der Ein— 
führung der complexen Zahlen entſchieden nicht der Fall geweſen); 
aber hierin liegt ganz gewiß kein Grund, dieſe fremdartigen Be— 
trachtungen ſelbſt in die Arithmetik, in die Wiſſenſchaft von den 
Zahlen aufzunehmen. Sowie die negativen und gebrochenen ratio— 
nalen Zahlen durch eine freie Schöpfung hergeſtellt, und wie die Ge— 
ſetze der Rechnungen mit dieſen Zahlen auf die Geſetze der Rechnun⸗ 
gen mit ganzen poſitiven Zahlen zurückgeführt werden müſſen und 
können, ebenſo hat man dahin zu ſtreben, daß auch die irrationalen 
Zahlen durch die rationalen Zahlen allein vollſtändig definirt werden. 
Nur das Wie? bleibt die Frage. 

Die obige Vergleichung des Gebietes R der rationalen Zahlen 
mit einer Geraden hat zu der Erkenntniß der Lückenhaftigkeit, Unvoll⸗ 
ſtändigkeit oder Unſtetigkeit des erſteren geführt, während wir der 
Geraden Vollſtändigkeit, Lückenloſigkeit oder Stetigkeit zuſchreiben. 
Worin beſteht denn nun eigentlich dieſe Stetigkeit? In der Beant- 
wortung dieſer Frage muß Alles enthalten ſein, und nur durch ſie 
) Der ſcheinbare Vorzug der Allgemeinheit dieſer Definition der Zahl 
ſchwindet ſofort dahin, wenn man an die complexen Zahlen denkt. Nach mei- 
ner Auffaſſung kann umgekehrt der Begriff des Verhältniſſes zwiſchen zwei 


gleichartigen Größen erſt dann klar entwickelt werden, wenn die irrationalen 
Zahlen ſchon eingeführt ſind. 
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wird man eine wiſſenſchaftliche Grundlage für die Unterſuchung aller 
ſtetigen Gebiete gewinnen. Mit vagen Reden über den ununter— 
brochenen Zuſammenhang in den kleinſten Theilen iſt natürlich Nichts 
erreicht; es kommt darauf an, ein präciſes Merkmal der Stetigkeit 
anzugeben, welches als Baſis für wirkliche Deductionen gebraucht 
werden kann. Lange Zeit habe ich vergeblich darüber nachgedacht, 
aber endlich fand ich, was ich ſuchte. Dieſer Fund wird von ver— 
ſchiedenen Perſonen vielleicht verſchieden beurtheilt werden, doch glaube 
ich, daß die Meiſten ſeinen Inhalt ſehr trivial finden werden. Er 
beſteht im Folgenden. Im vorigen Paragraphen iſt darauf aufmerk— 
jam gemacht, daß jeder Punct p der Geraden eine Zerlegung derſel— 
ben in zwei Stücke von der Art hervorbringt, daß jeder Punct des 
einen Stückes links von jedem Puncte des andern liegt. Ich finde 
nun das Weſen der Stetigkeit in der Umkehrung, alſo in dem fol— 
genden Principe: 

„Zerfallen alle Puncte der Geraden in zwei Claſſen von der 
Art, daß jeder Punct der erſten Claſſe links von jedem Puncte der 
zweiten Claſſe liegt, ſo exiſtirt ein und nur ein Punct, welcher 
dieſe Eintheilung aller Puncte in zwei Claſſen, dieſe Zerſchneidung 
der Geraden in zwei Stücke hervorbringt.“ 

Wie ſchon geſagt, glaube ich nicht zu irren, wenn ich annehme, 
daß Jedermann die Wahrheit dieſer Behauptung ſofort zugeben wird; 
die meiſten meiner Leſer werden ſehr enttäuſcht ſein zu vernehmen, 
daß durch dieſe Trivialität das Geheimniß der Stetigkeit enthüllt 
ſein ſoll. Dazu bemerke ich Folgendes. Es iſt mir ſehr lieb, wenn 
Jedermann das obige Princip ſo einleuchtend findet und ſo überein— 
ſtimmend mit ſeinen Vorſtellungen von einer Linie; denn ich bin 
außer Stande, irgend einen Beweis für ſeine Richtigkeit beizubringen, 
und Niemand iſt dazu im Stande. Die Annahme dieſer Eigenſchaft 
der Linie iſt nichts als ein Axiom, durch welches wir erſt der Linie 
ihre Stetigkeit zuerkennen, durch welches wir die Stetigkeit in die 
Linie hineindenken. Hat überhaupt der Raum eine reale Exiſtenz, 
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ſo braucht er doch nicht nothwendig ftetig zu fein; unzählige ſeiner 
Eigenſchaften würden diejelhen bleiben, wenn er auch unſtetig wäre. 
Und wüßten wir gewiß, daß der Raum unſtetig wäre, ſo könnte 
uns doch wieder Nichts hindern, falls es uns beliebte, ihn durch Aus— 
füllung ſeiner Lücken in Gedanken zu einem ſtetigen zu machen; dieſe 
Ausfüllung würde aber in einer Schöpfung von neuen Punct-Indi⸗ 
viduen beſtehen und dem obigen Principe gemäß auszuführen ſein. 


S. 4. 


Schöpfung der irrationalen Zahlen. 


Durch die letzten Worte iſt ſchon hinreichend angedeutet, auf 
welche Art das unſtetige Gebiet R der rationalen Zahlen zu einem 
ſtetigen vervollſtändigt werden muß. In F. 1 iſt hervorgehoben 
(UI), daß jede rationale Zahl a eine Zerlegung des Syſtems PR 
in zwei Claſſen A,,A, von der Art hervorbringt, daß jede Zahl 
a der erſten Claſſe A, kleiner iſt, als jede Zahl a, der zweiten 
Claſſe As; die Zahl a ijt entweder die größte Zahl der Claſſe Ay, 
oder die kleinſte Zahl der Claſſe 42. Iſt nun irgend eine Ein— 
theilung des Syſtems R in zwei Claſſen A,, Ay gegeben, welche 
nur die charakteriſtiſche Eigenſchaft beſitzt, daß jede Zahl a, in A, 
fleiner iſt, als jede Zahl a, in Ay, jo wollen wir der Kürze halber 
eine ſolche Eintheilung einen Schnitt nennen und mit (A), As) 
bezeichnen. Wir können dann ſagen, daß jede rationale Zahl a 
einen Schnitt oder eigentlich zwei Schnitte hervorbringt, welche wir 
aber nicht als weſentlich verſchieden anſehen wollen; dieſer Schnitt 
hat außerdem die Eigenſchaft, daß entweder unter den Zahlen der 
erſten Claſſe eine größte, oder unter den Zahlen der zweiten Claſſe 
eine kleinſte exiſtirt. Und umgekehrt, beſitzt ein Schnitt auch dieſe 
Eigenſchaft, ſo wird er durch dieſe größte oder kleinſte rationale Zahl 
hervorgebracht. 
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Aber man überzeugt fic) leicht, daß auch unendlich viele Schnitte 
exiſtiren, welche nicht durch. rationale Zahlen hervorgebracht werden. 
Das nächſtliegende Beiſpiel iſt folgendes. 
Es ſei D eine poſitive ganze Zahl, aber nicht das Quadrat 
einer ganzen Zahl, jo giebt es eine poſitive ganze Zahl A von der 
Art, daß 


D G 
wird. \ 


Nimmt man in die zweite Claſſe Ay jede pofitive rationale 
Zahl a, auf, deren Quadrat > D iſt, in die erſte Claſſe A, aber 
alle anderen rationalen Zahlen au, jo bildet dieſe Eintheilung einen 
Schnitt (A1, 42), d. h. jede Zahl a, ijt kleiner als jede Zahl as. 
Iſt nämlich a, = 0 oder negativ, fo iſt a, ſchon aus dieſem 
Grunde kleiner als jede Zahl ay, weil dieſe zufolge der Definition 
poſitiv ijt; iſt aber a, poſitiv, fo iſt ihr Quadrat S D, und folg— 
lich iſt an kleiner als jede poſitive Zahl ay, deren Quadrat > iſt. 

Dieſer Schnitt wird aber durch keine rationale Zahl hervorge— 
bracht. Um dies zu beweiſen, muß vor Allem gezeigt werden, daß 
es keine rationale Zahl giebt, deren Quadrat = D ijt, Obgleich 
dies aus den erſten Elementen der Zahlentheorie bekannt iſt, ſo 
mag doch hier der folgende indirecte Beweis Platz finden. Giebt 
es eine rationale Zahl, deren Quadrat = D iſt, fo giebt es auch 
zwei pofitive ganze Zahlen ,, welche der Gleichung 

t2 — Du? —= 0 
genügen, und man darf annehmen, daß w die Kleinste pofitive ganze 
Zahl iſt, welche die Eigenſchaft beſitzt, daß ihr Quadrat durch Mul— 
tiplication mit D in das Quadrat einer ganzen Zahl ¢ verwandelt 
wird. Da nun offenbar 

Auxt<(+41)u 

ijt, jo wird die Zahl 

WU =t— A 
eine pofitive ganze Zahl, und zwar kleiner als u. Setzt man ferner 
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= Du — At, 
jo wird # ebenfalls cine pofitive ganze Zahl, und es ergiebt ſich 
12 — Du”? = (4? — D) (ti — Du) —= 0, 
was mit der Annahme über w im Widerſpruch ſteht. 

Mithin iſt das Quadrat einer jeden rationalen Zahl a ent- 
weder < D oder > D. Hieraus folgt nun leicht, daß es weder 
Zahl giebt. Setzt man nämlich 

x(a? + 3D) 
i= ga Fp” 


e 
jo iſt 

a _ 2a (D - 2°) 

R hi = + D 
und 

(a? — D)y? 

* — 3 — 

„ a 


Nimmt man hierin für © eine poſitive Zahl aus der Claſſe 
Ai, jo ijt v2 < D, und folglich wird y > +. und y? < D. alſo 
gehört y ebenfalls der Claſſe A, an. Setzt man aber für x= eine 
Zahl aus der Claſſe As, fo ijt 22 > D, und folglich wird y Ta, 
y > 0, und y? > D, alſo gehört y ebenfalls der Claſſe A, an. 
Dieſer Schnitt wird daher durch keine rationale Zahl hervorgebracht. 

In dieſer Eigenſchaft, daß nicht alle Schnitte durch rationale 
Zahlen hervorgebracht werden, beſteht die Unvollſtändigkeit oder Un— 
ſtetigkeit des Gebietes R aller rationalen Zahlen. 

Jedesmal nun, wenn ein Schnitt (A, Az) vorliegt, welcher 
durch keine rationale Zahl hervorgebracht wird, fo erſchaffen wir eine 
neue, eine irrationale Zahl «, welche wir als een 
(Ai, Ay) vollſtändig definirt anſehen; wir werden jagen, daß die 
Zahl a dieſem Schnitt entſpricht, oder daß fie dieſen Schnitt hervor⸗ G 
bringt. Es entſpricht alſo von jetzt ab jedem beſtimmten Schnitt 3 7 us 
eine und nur eine beſtimmte rationale oder irrationale Zahl, und 
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wir ſehen zwei Zahlen ſtets und nur dann als verſchieden oder 
ungleich an, wenn ſie weſentlich verſchiedenen Schnitten entſprechen. 
Um nun eine Grundlage für die Anordnung aller reellen, 

d. h. aller rationalen und irrationalen Zahlen zu gewinnen, müſſen 
wir zunächſt die Beziehungen zwiſchen irgend zwei Schnitten (4,42) 
und (B,, B.) unterſuchen, welche durch irgend zwei Zahlen « und 0 
hervorgebracht werden. Offenbar ¡ft ein Schnitt (41, Az) ſchon voll⸗ 
ſtändig gegeben, wenn eine der beiden Claſſen, z. B. die erſte A; 
bekannt iſt, weil die zweite 42 aus allen nicht in 41 enthaltenen 
rationalen Zahlen beſteht, und die charakteriſtiſche Eigenſchaft einer 
ſolchen erſten Claſſe A, liegt darin, daß fie, wenn die Zahl a, in 
ihr enthalten iſt, auch alle kleineren Zahlen als a, enthält. Vergleicht 
man nun zwei ſolche erſte Claſſen 4, Bi mit einander, jo kann es 
1) ſein, daß fie vollſtändig identisch find, d. h., daß jede in A, ent: 
haltene Zahl a, aud in By, und daß jede in B, enthaltene Zahl 
bi auch in A, enthalten ift. In dieſem Falle iſt dann nothwendig 
auch A, identiſch mit B,, die beiden Schnitte find vollſtändig 
identisch, was wir in Zeichen durch « = 6 oder 6 a andeuten. 
Sind aber die beiden Claſſen 4, By nicht identiſch, jo giebt 

es in der einen, z. B. in A, eine Zahl a’) = b's, welche nicht in 
der andern B, enthalten ijt, und welche nd folglich in 52 vor— 
findet; mithin find gewiß alle in 57 enthaltenen Zahlen „. kleiner 
als dieſe Zahl a’, = b's, und folglich find alle Zahlen d, auch in 

A, enthalten. 

Iſt nun 2) dieſe Zahl a’, die einzige in Ay, welche nicht in 

Bi enthalten ijt, fo ift jede andere in A, enthaltene Zahl a, in B, 
enthalten, und folglich kleiner als a’), d. h. a’, ift die größte unter 
allen Zahlen a, mithin wird der Schnitt (4, Ay) durch die rationale 
Zahl w = a’, = b, hervorgebracht. Von dem anderen Schnitte 
(Bi, Bz) wiſſen wir ſchon, daß alle Zahlen b in B, auch in A, 
enthalten und kleiner als die Zahl a’, = bI, find, welche in B. 
enthalten ift; jede andere in B. enthaltene Zahl bh, muß aber größer 

http://rcin.org.pl 


23 
als 5˙½ fein, weil fie ſonſt auch kleiner als , aljo in A, und 
folglich auch in Bi enthalten wäre; mithin ift 5’, die kleinſte unter 
allen in By enthaltenen Zahlen, und folglich wird auch der Schnitt 
(BI, Bi) durch dieſelbe rationale Zahl B = a = ay = d“ her⸗ 
vorgebracht. Die beiden Schnitte ſind daher nur unweſentlich ver— 
ſchieden. 

Giebt es aber 3) in A, wenigſtens zwei verſchiedene Zahlen 
a, = ba und a”, = 65, welche nicht in B, enthalten find, fo 
giebt es deren auch unendlich viele, weil alle die unendlich vielen 
zwiſchen a’, und a”, liegenden Zahlen (§. 1. II.) offenbar in As, 
aber nicht in Bi enthalten ſind. In dieſem Falle nennen wir die 
dieſen beiden weſentlich verſchiedenen Schnitten (A,, Ay) und (BI, Ba) 
entſprechenden Zahlen & und ß ebenfalls verſchieden von einander, 
und zwar jagen wir, daß @ größer als 6, daß 6 kleiner als a 
it, was wir in Zeichen ſowohl durch « > 86, als durch 8 <a 
ausdrücken. Hierbei iſt hervorzuheben, daß dieſe Definition vollſtändig 
mit der früheren zuſammenfällt, wenn beide Zahlen , 0 rational find. 

Die nun noch übrigen möglichen Fälle ſind dieſe. Giebt es 4) 
in Bi eine und nur eine Zahl 5 S4, welche nicht in A, enthalten 
iſt, fo find die beiden Schnitte (Ar, Ay) und (B,, By) nur un- 
weſentlich verſchieden, und ſie werden durch eine und dieſelbe rationale 
Zahl « = a, = db, = B hervorgebracht. Giebt es aber 5) 
in 51 mindeſtens zwei verſchiedene Zahlen, welche nicht in A, ent= 
halten find, fo it B c, & < f. 

Da hiermit alle Fälle erſchöpft ſind, ſo ergiebt ſich, daß von 
zwei verſchiedenen Zahlen nothwendig die eine die größere, die 
andere die kleinere ſein muß, was zwei Möglichkeiten enthält. Ein 
dritter Fall iſt unmöglich. Dies lag zwar ſchon in der Wahl 
des Comparativs (größer, kleiner) zur Bezeichnung der Be— 
ziehung zwiſchen , 6; aber dieſe Wahl iſt exit jetzt nachträglich ge— 
rechtfertigt. Gerade bei ſolchen Unterſuchungen hat man ſich auf 


das Sorgfältigſte zu hüten, daß man ſelbſt bei dem beſten Willen, 
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ehrlich zu ſein, durch eine voreilige Wahl von Ausdrücken, welche 
anderen ſchon entwickelten Vorſtellungen entlehnt ſind, ſich nicht ver⸗ 
leiten laſſe, unerlaubte Uebertragungen aus dem einen Gebiete in das 
andere vorzunehmen. 

Betrachtet man nun noch einmal genau den Fall & > B, jo 
ergiebt ſich, daß die kleinere Zahl 6, wenn fie rational iſt, gewiß der 
Claſſe A, angehört; da es nämlich in A, eine Zahl a’, =b, giebt, 
welche der Claſſe By angehört, fo ¡ft die Zahl 6, mag fie die größte 
Zahl in B51 oder die kleinſte Zahl in B, fein, gewiß <a’, und folg— 
lich in A, enthalten. Ebenſo ergiebt fic) aus & ß, daß die größere 
Zahl a, wenn fie rational ijt, gewiß der Claſſe B, angehört, weil 
a >a’, iſt. Vereinigt man beide Betrachtungen, jo erhält man 
folgendes Reſultat: Wird ein Schnitt (A1, 42) durch die Zahl a 
hervorgebracht, ſo gehört irgend eine rationale Zahl zu der Claſſe 
A, oder zu der Claſſe As, je nachdem fie kleiner oder größer iſt als 
a; iſt die Zahl a ſelbſt rational, jo kann fie der einen oder der an— 
deren Claſſe angehören. 

Hieraus ergiebt ſich endlich noch Folgendes. Iſt & Y, giebt 
es alſo unendlich viele Zahlen in A,, welche nicht in B, enthalten 
ſind, ſo giebt es auch, unendlich viele ſolche Zahlen, welche zugleich 
von a und von B verſchieden find; jede ſolche rationale Zahl c ift 
<a, weil fie in A, enthalten ijt, und fie iſt zugleich > 6, weil 
fie in B, enthalten iſt. 


g. 5. 
Stetigkeit des Gebietes der reellen Zahlen. 


Zufolge der eben feſtgeſetzten Unterſcheidungen bildet nun das 
Syſtem R aller reellen Zahlen ein wohlgeordnetes Gebiet von einer 
Dimenſion; hiermit ſoll weiter Nichts geſagt ſein, als daß folgende 
Geſetze herrſchen. 
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L Iſt & > B, und 8 > y, fo ift aud «> y. Wir wollen 
jagen, daß die Zahl ß zwiſchen den Zahlen 4, y liegt. 

II. Sind «, y zwei verſchiedene Zahlen, jo giebt es immer 
unendlich viele verſchiedene Zahlen 5, welche zwiſchen e, y liegen. 

III. Iſt « eine beſtimmte Zahl, fo zerfallen alle Zahlen des 
Syſtems R in zwei Claſſen A, und As, deren jede unendlich viele 
Individuen enthält; die erfte Claſſe A umfaßt alle die Zahlen cen, 
welche < « find, die zweite Claſſe Ar umfaßt alle die Zahlen ar, 
welche > die Zahl ſelbſt kann nach Belieben der erſten 
oder der ſſe zugetheilt werden, und ſie iſt dann entſprechend 
die größte er erſten oder die kleinſte Zahl der zweiten Claſſe. 
In jedem Fall iſt die Zerlegung des Syſtems R in die beiden Claſſen 
Ar, Az von der Art, daß jede Zahl der erſten Claſſe A, kleiner als 
jede Zahl der zweiten Claſſe A, iſt, und wir ſagen, daß dieſe Zer— 
legung durch die Zahl c hervorgebracht wird. 

Der Kürze halber, und um den Leſer nicht zu ermüden, unter— 
drücke ich die Beweiſe dieſer Sätze, welche unmittelbar aus den De— 
finitionen des vorhergehenden Paragraphen folgen. 

Außer dieſen Eigenſchaften beſitzt aber das Gebiet R auch 
Stetigkeit, d. h. es gilt folgender Satz: 

IV. Zerfällt das Syſtem R aller reellen Zahlen in zwei 
Claſſen U, A, von der Art, daß jede Zahl cl der Claſſe A, kleiner 
iſt als jede Zahl c der Claſſe An, fo exiſtirt eine und nur eine 
Zahl a, durch welche dieſe Zerlegung hervorgebracht wird. 

Beweis. Durch die Zerlegung oder den Schnitt von R in 
U, und Ax iſt zugleich ein Schnitt (A1, As) des Syſtems R aller 
rationalen Zahlen gegeben, welcher dadurch definirt wird, daß A, 
alle rationalen Zahlen der Claſſe Ar, und Az alle übrigen rationalen 
Zahlen, d. h. alle rationalen Zahlen der Claſſe A, enthält. Es fei 
4 die völlig beſtimmte Zahl, welche dieſen Schnitt (Ar, As) Her- 
vorbringt. Iſt nun $ irgend eine von a verſchiedene Zahl, ſo giebt 


es immer unendlich viele 950 12481 c, welche zwiſchen c und 
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B liegen. Iſt B T a, jo it c < a; mithin gehört e der Glafje 
A, und folglich auch der Claſſe A, an, und da zugleich 6 < c 
iſt, jo gehört auch 6 derſelben Claſſe A, an, weil jede Zahl in A, 
größer iſt als jede Zahl e in U. Iſt aber B > a, jo iſt c >a; 
mithin gehört c der Claſſe Az und folglich auch der Claſſe A, an, 
und da zugleich $ > c ilt, fo gehört auch 8 derſelben Claſſe Ar an, 
weil jede Zahl in A, kleiner ift als jede Zahl e in Az. Mithin 
gehört jede von e verjchiedene Zahl B der Claſſe A, oder der Claſſe 
A, an, je nachdem 6 < a oder 6 > e ift; iſt a ſelbſt 
entweder die größte Zahl in A, oder die kleinſt Ae, d. h. 
n IT eine und offenbar die einzige Zahl, durch welche die Zerlegung 
Se R in die Claſſen A, Az hervorgebracht wird. Was zu be 
teilen war. 


$. 6. 


Rechnungen mit reellen Zahlen. 


Um irgend eine Rechnung mit zwei reellen Zahlen «, B auf 
die Rechnungen mit rationalen Zahlen zurückzuführen, kommt es 
nur darauf, aus den Schnitten (A,, A:) und (Bi, B,), welche 
durch die Zahlen & und 6 im Syſteme R hervorgebracht werden, 
den Schnitt (C,, Cy) zu definiren, welcher dem Rechnungsreſultate 
y entſprechen ſoll. Ich beſchränke mich hier auf die Durchführung 
des einfachſten Beiſpieles, der Addition. 

Iſt e irgend eine rationale Zahl, jo nehme man fie in die Claſſe 
C, auf, wenn es eine Zahl a, in A, und eine Zahl d, in B, von 
der Art giebt, daß ihre Summe a, + bi > e wird; alle anderen 
rationalen Zahlen e nehme man in die Claſſe Ca auf. Dieſe Ein⸗ 
theilung aller rationalen Zahlen in die beiden Claſſen &, Cy bildet 
offenbar einen Schnitt, weil jede Zahl e, in C, kleiner iſt als jede 


Zahl c in C,. Sind un beide Zahlen , B rational, jo ijt jede 
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in C, enthaltene Zahl 6 <a + B, weil a, < a, h S B, alſo 


auch a + b S a + B iſt; wäre ferner eine in Co enthaltene 
Zahl ez <a + Bf, alſo * +B =e, + p, wo p eine poſitive 
rationale Zahl bedeutet, ſo wäre 
C = (a — Yop) + (B — ep), 

was im Widerſpruch mit der Definition der Zahl en ſteht, weil 
n — ½½ p eine Zahl in A,, und B — Yap eine Zahl in B, iſt; 
folglich 说 jede in Co enthaltene Zahl; > c + B. Mithin wird 
in dieſem Falle, der Schnitt (Ci, Cy) durch die Summe a + B 
hervorgebra an verſtößt daher nicht gegen die in der Arith— 
metif der rationalen Zahlen geltende Definition, wenn man in allen 
Fällen unter der Summe « + 0 von zwei beliebigen reellen Zah— 
len &, B diejenige Zahl y verſteht, durch welche der Schnitt (C,,C2) 
hervorgebracht wird. Iſt ferner nur eine der beiden Zahlen «, B, 
z. B. 4 rational, fo überzeugt man ſich leicht, daß es keinen Ein— 
fluß auf die Summe y = « + $ hat, ob man die Zahl « in 
die Claſſe A, oder in die Claſſe A, aufnimmt. 

Ebenſo wie die Addition laſſen ſich auch die übrigen Operationen 
der ſogenannten Elementar-Arithmetik definiren, nämlich die Bildung 
der Differenzen, Producte, Quotienten, Potenzen, Wurzeln, Loga— 
rithmen, und man gelangt auf dieſe Weiſe zu wirklichen Beweiſen 
von Sätzen (wie z. B.V2.V3 = V6), welche meines Wiſſens bis— 
her nie berviejeh find. Die Weitläufigkeiten, welche bei den Defi— 
nitionen der complicirteren Operationen zu befürchten ſind, liegen 
theils in der Natur der Sache, zum größten Theil aber laſſen ſie 
ſich vermeiden. Sehr nützlich iſt in dieſer Beziehung der Begriff 
eines Intervalls, d. h. eines Syſtems A von rationalen Zahlen, 
welches folgende characteriſtiſche Eigenſchaft beſitzt: find & und a’ 
Zahlen des Syſtems 4, ſo ſind auch alle zwiſchen und 4“ liegen— 
den rationalen Zahlen in A enthalten. Das Syſtem R aller ra— 
tionalen Zahlen, ebenſo die beiden Claſſen eines jeden Schnittes ſind 


Intervalle. Giebt es aber eine rationale Zahl an, welche kleiner 
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und eine rationale Zahl ay, welche größer ift, als jede Zahl des 
Intervalls 4, ſo heiße 4 ein endliches Intervall; es giebt dann 
offenbar unendlich viele Zahlen von derſelben Beſchaffenheit wie a, 
und unendlich viele Zahlen von derſelben Beſchaffenheit wie a; 
das ganze Gebiet N zerfällt in drei Stücke A1, A, Ap, und es 
treten zwei vollſtändig beſtimmte rationale oder irrationale Zahlen 
0%, d auf, welche reſp. die untere und obere (oder die kleinere und 
größere) Grenze des Intervalls A genannt werden können; die un— 
tere Grenze o iſt durch den Schnitt beſtimmt, bei welchem die erſte 
Claſſe durch das Syſtem A, gebildet wird, und die obere Grenze oo 
durch den Schnitt, bei welchem A, die zweite Claſſe bildet. Von 
jeder rationalen oder irrationalen Zahl , welche zwiſchen ce und oo 
liegt, mag geſagt werden, ſie liege innerhalb des Intervalls 4. 
Sind alle Zahlen eines Intervalls 4 auch Zahlen eines Intervalls 
B, jo heiße A ein Stück von B. 

Noch viel größere Weitläufigkeiten ſcheinen in Ausſicht zu ſtehen, 
wenn man dazu übergehen will, die unzähligen Sätze der Arithmetik 
der rationalen Zahlen (wie z. B. den Satz (a + b)e=ac + be) 
auf beliebige reelle Zahlen zu übertragen. Dem iſt jedoch nicht ſo; 
man überzeugt ſich bald, daß hier Alles darauf ankommt, nachzu— 
weiſen, daß die arithmetiſchen Operationen ſelbſt eine gewiſſe Stetig— 
keit beſitzen. Was ich hiermit meine, will ich in die Form eines 
allgemeinen Satzes einkleiden: y 

„Iſt die Zahl A das Refultat einer mit den Zahlen , B, y... 
angeſtellten Rechnung, und liegt A innerhalb des Intervalls L, fo 
laſſen ſich Intervalle A, B, C. .. angeben, innerhalb deren die 
Zahlen e, PB, y . .. liegen, und von der Art, daß das Reſultat der— 
ſelben Rechnung, in welcher die Zahlen , 5, ... durch beliebige 
Zahlen der Intervalle A, B, O. . . erſetzt werden, jedesmal eine 
innerhalb des Intervalls L liegende Zahl wird.“ Die abſchreckende 
Schwerfälligkeit aber, welche dem Ausſpruche eines ſolchen Satzes 


anklebt, überzeugt uns, daß hier etwas geſchehen muß, um der 
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Sprache zu Hülfe zu kommen; dies wird in der That auf die voll- 
kommenſte Weiſe erreicht, wenn man die Begriffe der veränderlichen 
Größen, der Functionen, der Grenzwerthe einführt, und zwar 
wird es das Zweckmäßigſte ſein, ſchon die Definitionen der einfachſten 
arithmetiſchen Operationen auf dieſe Begriffe zu gründen, was hier 
jedoch nicht weiter ausgeführt werden kann. 


SI 


Infiniteſimal-Analyſis. 


Es ſoll hier nur noch zum Schluß der Zuſammenhang beleuch— 
tet werden, welcher zwiſchen unſeren bisherigen Betrachtungen und 
gewiſſen Hauptſätzen der Infiniteſimal-Analyſis beſteht. 

Man jagt, daß eine veränderliche Größe x, welche ſucceſſive 
beſtimmte Zahlwerthe durchläuft, fid) einem feſten Grenzwerth a nä— 
Hert, wenn 2 im Lauf des Procefjes definitiv zwiſchen je zwei Zah— 
len zu liegen kommt, zwiſchen denen a: felbft liegt, oder was daſſelbe 
it, wenn die Differenz 2 — « abjolut genommen unter jeden gege- 
benen, von Null verſchiedenen Werth definitiv herabſinkt. 

Einer der wichtigſten Sätze lautet folgendermaßen: „Wächſt eine 
Größe x beſtändig, aber nicht über alle Grenzen, fo nähert fie ſich 
einem Grenzwerth.“ 

Ich beweiſe ihn auf folgende Art. Der Vorausſetzung nach 
giebt es eine und folglich auch unendlich viele Zahlen os von der 
Art, daß ſtets 2 < az bleibt; ich bezeichne mit A, das Syſtem 
aller dieſer Zahlen a, mit A, das Syſtem aller anderen Zahlen au; 
jede der letzteren hat die Eigenſchaft, daß im Lauf des Proceſſes 
definitiv + > an wird, mithin iſt jede Zahl n kleiner als jede Zahl 
de, und folglich exiſtirt eine Zahl e, welche entweder die größte in A, 
oder die kleinſte in A, iſt (§. 5. IV.). Das Erſtere kann nicht der Fall 


ſein, weil 2 nie aufhört zu wachſen, alſo ift die kleinſte Zahl in Ay. 
http://rcin.org.pl 


30 


Welche Zahl a, man nun auch nehmen mag, jo wird ſchließlich 
definitiv & < x < w fein, d. h. 4 nähert nd dem Grenzwerthe a. 

Dieſer Satz iſt äquivalent mit dem Princip der Stetigkeit, d. h. 
er verliert ſeine Gültigkeit, ſobald man auch nur eine reelle Zahl 
in dem Gebiet R als nicht vorhanden anſieht; oder anders ausge⸗ 
drückt: iſt dieſer Satz richtig, ſo iſt auch der Satz IV in 8. 5 richtig. 

Ein anderer, mit dieſem ebenfalls äquivalenter Satz der Infi— 
niteſimal-Analyſis, welcher noch öfter zur Anwendung kommt, lautet 
folgendermaßen: „Läßt ſich in dem Aenderungsproceſſe einer Größe 
x für jede gegebene poſitive Größe 6 auch eine entſprechende Stelle 
angeben, von welcher ab a fic) um Weniger als d ändert, fo nähert 
ſich © einem Grenzwerth.“ 

Dieſe Umkehrung des leicht zu beweiſenden Satzes, daß jede 
veränderliche Größe, welche ſich einem Grenzwerth nähert, ſich zu— 
letzt um Weniger ändert als irgend eine gegebene poſitive Größe, 
kann ebenſowohl aus dem vorhergehenden Satze wie direct aus 
dem Princip der Stetigkeit abgeleitet werden. Ich ſchlage den letzte— 
ren Weg ein. Es fei 6 eine beliebige poſitive Größe (d. h. 9. > 0), 
jo wird der Annahme zufolge ein Augenblick eintreten, von wel— 
chem ab + ndi um Weniger als oͤ ändern wird, d. h. wenn 
in dieſem Augenblick den Werth a beſitzt, jo wird in der Folge ſtets 
* d — d und T a J. 6 fein. Ich laſſe nun einſtweilen die 
urſprüngliche Annahme fallen, und halte nur die ſoeben bewieſene 
Thatſache feſt, daß alle ſpäteren Werthe der Veränderlichen + zwi— 
ſchen zwei angebbaren, endlichen Werthen liegen. Hierauf gründe 
ich eine doppelte Eintheilung aller reellen Zahlen. In das Syſtem 
A, nehme ich eine Zahl % (3. B. a + 4) auf, wenn im Laufe des 
Proceſſes definitiv = < a, wird; in das Syſtem A, nehme ich jede 
nicht in A, enthaltene Zahl auf; ijt a. eine ſolche Zahl, jo wird, 
wie weit auch der Proceß vorgeſchritten ſein mag, es noch unendlich 
oft eintreten, daß 2 > a, iſt. Da jede Zahl a kleiner iſt als jede 
Zahl c, jo giebt es eine völlig beſtimmte Zahl a, welche dieſen 
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Schnitt (Af, U) des Syſtems R hervorbringt, und welche ich den 
oberen Grenzwerth der ſtets endlich bleibenden Veränderlichen * nen— 
nen will. Ebenſo wird durch das Verhalten der Veränderlichen x 
ein zweiter Schnitt (B., Be) des Syſtems R hervorgebracht: eine 
Zahl Bı (J. B. a — 9) wird in B aufgenommen, wenn im Lauf 
des Proceſſes definitiv +  B, wird; jede andere, in Be aufzuneh— 
mende Zahl 62 hat die Eigenſchaft, daß niemals definitiv + > fa, 
alſo immer noch unendlich oft x < 62 wird; die Zahl 6, durch 
welche dieſer Schnitt hervorgebracht wird, heiße der untere Grenz— 
werth der Veränderlichen ©. Die beiden Zahlen e, 0 find offenbar 
auch durch die folgende Eigenſchaft charakteriſirt: iſt e eine beliebig 
kleine pofitive Größe, jo wird ſtets definitiv <a + s und 4 > 
6 — e, aber niemals wird definitiv 2 < — e, und niemals defi— 
nitiv 1 > B + e. Nun find zwei Fälle möglich. Sind a und $ 
verſchieden von einander, jo iſt nothwendig «> $, weil ſtets a, = f, 
iſt; die Veränderliche w oscillirt und erleidet, wie weit der Proceß 
auch vorgeſchritten ſein mag, immer noch Aenderungen, deren Betrag 
den Werth (a — 6) — 28 übertrifft, wo e eine beliebig kleine pofi- 
tive Größe bedeutet. Die urſprüngliche Annahme, zu der ich erſt 
jetzt zurückkehre, ſteht aber im Widerſpruch mit dieſer Conſequenz; es 
bleibt daher nur der zweite Fall «== PB übrig, und da ſchon bewieſen 
iff, daß, wie klein auch die poſitive Größe e fein mag, immer defi- 
nitib + <a + e und x > H — e wird, fo nähert ſich & dem 
Grenzwerth «, was zu beweiſen war. 

Dieſe Beiſpiele mögen genügen, um den Zuſammenhang zwi— 
ſchen dem Princip der Stetigkeit und der Infiniteſimal-Analyſis dar- 
zulegen. 
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